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Задача о скачке для уравнения 
Гельмгольца в слоистых средах 
Важным нrшравлением в элf'ктродинамике является изуче­
ние волновых процессов в слоистых средах [1], (2) . Скалярная 
задача о рассеянии электромагнитных вoJIH на многослойной ди­
:;,лектрической структуре может быть сформулирована как за­
дача о скачке для уравнения Гс.11ьм1·ольца: в каждом слое нуж­
но найти решение уравнения Гельмгольца с кусочно-постоянным 
коэффициентом при условии , что на линиях раздела сред заданы 
скачки искомо1·0 решения и е1·0 нормальной производной. В не­
ограниченных областях искомое решение должно удовлетворять 
дополнительно условию излучения . 
В данной работе рассмотрена задача о скачке для уравнения 
Гельмго.Тiьца для двух •1астных случаев слоистых сред: когда от­
дельные слои разделены параллельными прямыми (плоскосло­
истая среда) и когда слои ра.зделены концентрическими окруж­
ностями (осесимметричная среда). Предварительно построены 
аналитические решения вспомогательных задач Коши для урав­
нения Гельмгольца в отдельных слоях, при этом использован 
метод интегрального преобразования Фурье в классах распреде­
лений (обобщенных функций) медленного роста на бесконечно­
сти. 
В задаче Коши на границе области задаются значения иско­
мого решения и его нормальной производной. Как известно, за­
дача Коши для уравнения Гельм1·ольца является переопределен­
ной : ее решение существует только в том случае, когда гранич­
ные функции удовлетворяют некоторому усJiовию. Пока_зано, 
что это условие в наиболее простой форме может быть записа­
но д.•1я образов Фурье граничных функций , а условие излучения 
дJIЯ неограниченных облас.тей может быть представлено в таком 
же виде . 
Задача Коши для уравнения Гельмгольца в случае полуплос.­
кости и полуполосы (при нулевых гра1шч11ых условиях на па­
раллельных сторонах), а также задача о скачке на стыке двух 
полуплоскостей или полуполос аналогичным методом изучались 
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ранее в [3) и [4). 
1. Задача о скачке в плоскослоистоИ среде. 
Пусть /1 1 < h.'2 < ... < h11 • Прямые z = l1j разделя­
ют плоскость (х , z) на обдасти: полу11J10скос·1·и Du : ;:: < /11 , 
Dn : Z > l1n И ПОЛОСЫ Dj : /1j < Z < l1j+1 1 j = 1 .. 11 - 1. В 
каждой из областей Dj найти решения уравнения Гельмгольца 
д2 и 02и ., 
,:; ~ + 7>'? + k1~и(х , z) =О, (х, ..:) Е Лj , u.t'- oz· (1) 
удовлетворяющие условиям 
и(х, hj +О) - и(х, hj - О)= Uj (х), 
дu аи дz (х, l1j + 0) - дz (.z:, hj - О)= Ьj(х), (2) 
j = L .. n. 
здеrь kj - вещественные числа. 
Доопределим функции щ ( х, z) нулем вне областей /)j. Будем 
искать решения задачи в к.11ассе распределений медленного ро­
ста на бесконечности . Чтобы были корректно определены следы 
произвольных распределений Иj(з: , z) и их нроизводных по z на 
границах z = hj областей Dj, эти распределения должны при­
надлежать пространствам Соболева H,(Dj ), s > З/2 [5J, гл. 1, 
§3 . По для решений уравнения Гельмгольца достаточно считать, 
что s = 1 (см . [6)). Посдетого , как будут получены формулы, да­
ющие решения рассматриваемых задач, можно показать, что при 
гладких граничных функциях обобщенные решения совпадают с 
классическими. 
Будем говорить, что решение задачи (1), (2) в областях Du 
и Dn принадлежит классу уходящих на бесконечность решений 
или классу приходящих с бесконечности решений в зависимости 
от того , какие распрострашtющисся плоские волны присутству­
ют в выражениях 
+оо +оо 
u;(x,z)=2~l juj(~,()e-цxe-i<zЦd( (3) 
-(Х) - оо 
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при j = О и при j = п, где llj (С () - образ Фурье распределения 
щ(х , z) . Решение задачи (1) , (2) удовлетворяет условию излуче­
ния, ecJtи это решение в областях D0 и D" принадлежит классу 
уходящих на бесконечность решений. 
Пусть в рюрезанной по отрезку [-kj, +kj] комплексной плос­
кости ( выбрана однозначная ветвь анаJlИТической функции 
принимающая положительные з1шчения на верхнем береге раз­
реза. Обозначим 
iJe- kJ; 
JkJ-e ; 
-iJ€2 - kJ 
ее прсдс:1ьное значение из верхней nо.1уп.:~оскости на веществен­
ной оси и 
Лемма 1 . Pacnpt· iJeлe;t ис и" ( х, z) .Нt;л.яетс.я решением урав-
1tе1111.я (1) Ь области 0", удовлетворяет lpaн ·u•tHЪIM уСЛО6и.ЯМ 
ди" + 
- !)-(x, li,., +О)= i•" (х) 
(J;; 
( 4) 
и принадлежит классу уход.ящиз: на бесконсчностъ решениi1 то­
гда и только тогда, когда оьтолн.яетс.я равенство 
При это.« И"((.() удовлетворяет уравнению 
(k~ -(2-(3 ) U"((,() = ~ eihn( [i-~+(() - i(U,;{€)] . (6) 
v 27Г 
Если вместо ( 5) взять условие 
то получим решение задачи Коши в классе приходящих с беско­
нечности решений. 
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Лсм ма 2 . Рас11редслеuиr и0 ( х, z) явл.нется решеиие.м урав­
нени.н ( 1) в области D0 , удов.лrтвор.нет tрани'Чным услови..н.лt 
ио(х , h1 - О)= и~(х), (7) 
и принаiJлс:ж:ит классу ухоd.я upa 11а бсо:оне-чность peшcuui.l то­
гда и толы.-о тогда, 1.·огда вьто.1. нясmС'.н раыuство 
(8) 
При это"w Uo(C () удuвАсmбор.нет урltьнению 
(k~ -е-(2 ) Uo(~ , () = -~ c;1i,( [i'1-(0- i(rr1-(0] . (9) 
Лемма 3 . Pacnpulcлr.нur Щ(J: , :) является решенис.лt урав­
нения ( 1) tj области J)j. j = 1 .. 11- J 11 удоtЗлстворяет грани-чны.лt 
условия.w 
щ(х, h1 +О)= иJ(х), 
иj(х,hн1 - О)= иj+ 1 (.r), 
и" 1 ( h О) + ( ) -;г; .r:, j + = vj х , 
8
".1 ( · h О) - - ( ) 1Ji""" Х, j+I - - Vj+l .r 
тогда и только тогда, '11."О?да выпол11.яютс.я равенства 
(10) 
[\1~/(0 - i1}(0U/(0] - e+iлh,-.~(O [ij~ 1 (О - i~1J(OUJ-+i (0) =О , 
( 11) 
e+iдh,-y~(O [\'/(0 + i;J(OL"/(0] - · ["j~I (О+ i-yJ(Oиj-+l (0) =О , 
(12) 
где дhj = liн 1 -hj. При .т~о.м Uj ((, () удовлетворяет ypalmeuuю 
(kJ -( -(2 ) Uj(C() = ~ c+ih,( [v+(O - i(U+(()]- (13) 
v 2тг 1 1 
- ~ e+ih1+•( [v}+1IO - i(Ui+1IO]. 
у27Г 
Непосредственно 113 лемм 1 - ;~ с.:1сдуст 
Теорема 2 . ОбраJы Фурье решсии.я зада-чи о ска-чке в плос­
кослоистоil среде в областях Dj оnредел.нются из уравнениil (6), 
(9) и (13), в которых образы Фурье гран11-чнъ1х распределений 
V/(0,И/(€) удовлетворяют системе уравнениil (5), (8), (11), 
{12) и 
и,+ю-и1-(О = Aj(O, v/(~)- vj-(0 = в1 (€), j = ~"п. (14) 
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Действительно, будем искать решения задачи о скачке вобла­
стях Dj кпк решения переопределенных задач Коши для полу­
плоскостей или полос. Образы Фурье граничных распределений 
должны удовлетворять условиям лемм 1 -- 3. Из граничных усло­
вий (2) после преобразования Фурье получим равенства (14) . 
Заметим, что в общем случае решение задачи о скачке не 
единственно. Однородная 3адача о скачке может иметь ненуле­
вые решения, им соответствуют собственные волны многослой­
ных диэлектрических структур. Хорошо известный пример- соб­
ственные волны планарного диэлектрического волновода (7]. 
2. Осесимметричная слоистая среда. 
Пусть R1 < R2 < ... < R..,.. . Окружности r = Rj разделяют 
плоскость (r, а) на области : круг Do : 1· < R 1 , кольца Dj : Hj < 
r < Rj+ 1 , j = .. 11 - 1 и внешность круга Dn : 1· > Rn. Задача 
о скачке состоит в следующем: в каждой из областей Dj найти 
решения уравнения Гельмго:тьца 
д2 и 1 ди 1 82 и 2 
-8 ?+--8 +-;;--;-_.,+k1 u(1',o)=O, (r',rr)EOj, (15) r- r 1· 1·- r11i-
удовлетворяющие условиям 
u(Rj +О. а)- u(Rj - О , а)= aj(o), 
fJu дu 
-fJ (Rj +О, о) - -;;-(Rj - О, а)= Ьj(а}, 
r ur 
(16) 
j = 1 .. п. n Е [О, 27Г]. 
Пудем считать . что kj - вещественные числа. 
Как извесп10 (с!\1. , t1а11ример. [8]). двойное преобразование 
Фурье в 11,1оскости (.i: , у) при переходе к полярным координатам 
(r, а) с.водите.я к разложению функции в ряд Фурье по перемен­
ной а и к интегральному преобразованию Ханкеля по перемен­
ной r . 
Пусть преобразование Ханкеля определено формулой 
+оо 
(/111 f)(p) = j f(1·)J 11 (1·p)rdr, ( 17) 
о 
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при v > -1/2, тоrд<~. обр атное преобразование (формула обраще­
ния) 
+ov 
(JJ;: 1g)(r) = j g(p)J11 (pr)pdp . (18) 
о 
Для достаточно гладких на (0 , +о::• ) функций имеет место фор­
мула коммутации 
( 19) 
Будем искать решения з<~.дач Коши для уравненин Гельмголь­
ца ( 15) в к<~.ждой из областей Dj, ис110льзуя преобразование Хан­
келя в пространствах распределений мсд.1е111юго роста f9], [10] . 
Получим формулу коммутации вида ( 19) в случае, когда все 
производные в дифференциальном операторе понимаются в об­
общенном смысле . 
Лемма 4 . Если f(r) - дваждъ~ но1рrръtвuо дифференциру­
ема.я на (О, R) и (R, +оо) функция и сущестоуют коне-~ные пре ­
делы у !(1·) и J'(1·) в точке R, то 
Н" [!"(1·) + ~ f 1 (1·) - v: /(1·)] (р) = -p2(H" f)(p)-
r r -
-[f' (R +О) - f'(R- О)] R l v(Rp) + [f(H+ 0)- f(R- О)] Rp J~ (Rp) . 
(20) 
Доказательство. Как известно , связь между классическими 
и обобщенными производными функции !(1·), имеющей разрывы 
первого рода (у саыой функции и у первой производной) в точке 
r = R , устанавливают равенства 
/ 1(1·) = /'(1·) - [f(R +О) - J(R - O)J Б(r - R) , 
/"(r) = /"(r) - [f(R +О) - f(R - O)J 61(r - R)-
-[f'(R +О) - J'(R - О)] б(r - R), 
здесь слева стоят классические производные, а справа - обобщен­
ные. Вычислив преобразования Ханкеля 8-функции и ее произ­
водных, нолучим формулу (20) . 
Аналогами лемм 1- 3 яв.1яются следующие утверждения. 
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Лемма 5 . Распределение 
+оо 
иu(т', а)= L u0111 (r)eimo 
ni.=-oo 
.Rвл.яется решение.н уравнен11я ( 15) в области Da и удовлетво­
р.яет грани'Чи-ы.м усло t:i UЯ .м 
диа _ 
дr (R1 - U, a) = v0 (а) (21) 
тогда и толъко тогда. когiJа коэффиv,иенты Фурье грани'Чных 
фун:кциii удовлетворяют раве11ства.w 
При это.и 
Лемма 6 . Распределение ип(r, а) .является реше11ие.м урав­
не11ия (15) в области Dn и удовлетворяет грани'ЧНЪIМ условиям 
и" ( Rn + О, о) = u;t (а). диn + дr (Rn +О, а)= vn (а) (24) 
тогда и только тогда , когда 1.:оэффиv,иtнты Фуры грани'lных 
функции удовлетворяют равен.ства.w 
vt,т Rn J"(-Rпk) + u~ .m Rn k J;,(-Rnk) =О. (25) 
При этом 
(k 2 - р2 ) (Н"ип,т)(р) = +t{ 111 R" lп(Rпр) - и;t ,m R" pJ~(Rпp) 
(26) 
Лемма 7 . Распреdелен ие и; ( r, (\) является peшe11ue.\<l урав­
нения {15) в области Dj, j = 1"н - 1 11 удовлетворяет гранu'l­
НЪlМ условиям 
ди · 
0: (Rj +О, а)= 11j(a), (27) 
ди а/ (Rн1 - О, а)= v}+ 1(a) 
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тогда и талька тогсJа , когда коэффичиеиты Фурье грани'Чнъ~х 
фу11кц11i1 удовлетворяют раоеиствал,1 
(28) 
При это.w 
2 2 -(k - р ) (Н,, Uj,т)(p) -
= -vj-+l,m Rн1 .ln(R1+1P) + иj+ 1 ,m Rз+1 pJ;,(Rн1PJ+ 
+vJm Rj .ln(Rзp) - uJ.m Rj pl~(Rjp) =О. (29) 
Доказате.:зьство. Дополним решение уравнения (15) в кольце 
Dj нулем до всей плоскости и будем рассматривать его как рас­
пределение медлсшюго роста. llерейдем в ( 15) к образу Фурье по 
двум переменным, то есть разложим левую и правую часть вря­
ды Фурье по переменной cr и выполним преобразование Ханкеля 
по переменной 7', иснользуя формулу (20). По.ТJучим для обра­
зов Ханксля коэффициентов Фурье искомого решения уравнения 
(29). 
Левая часть уравнений (29) обращается в нуль при р = ±k 
тогда и только тогда, когда выполняются равенства (28). 
Наконец , имеет место 
Теорема 3 . Образы коэффициентов Фуры решения зада­
<tи о с1>а'Чке в cлoucmoil оссси.н.четрu'Чноil среде в областях Dj 
определяются из уравнений (23). (26) и r291, в которых коэффи­
циенты Фурье грани<tных распреде,1ениi1 vj,m(a), и~m(а) удовле­
творяют системе уравиениli (22}, {25), {28) и 
иj,т(а)-и;т(а) = ajm(o:), i1Jт(c~)-u;m(o· ) = bj,m(a), j = 1 .. п. 
(30) 
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